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摘  要   本文初步探讨了非线性局部 Lyapunov 指数方法（NLLE）在目标观测中的应用。首先，在 NLLE 理论

基础上研究了非线性动力系统内局部平均误差相对增长（LAGRE）特征，证明了在误差发展进入随机状态前，

LAGRE 与初始误差大小无关而是与初始状态有关；在演化进入随机状态后，LAGRE 的饱和值由初始误差大小决

定这一特征。同时利用三个变量的常微分方程模型 Lorenz63 验证了这一结论。其次，从非线性局部误差增长理论

出发，在局部动力演化相似方法（LDA）的基础上提出向前局部动力演化相似方法（FLDA）的概念，并通过两

个混沌个例来说明 LDA 和 FLDA 方法能够有效的利用历史资料还原任意初始状态的 LAGRE。这些方法的提出为

NLLE 理论应用于观测资料研究目标观测问题提供了依据。 

关键词  非线性 Lyapunov 指数（NLLE） 局部动力演化相似方法（LDA） 向前局部动力演化相似方法（FLDA） 

目标观测 

文章编号  1006-9895(2015)02-0329-09         中图分类号  P456         文献标识码  A 
doi:10.3878/j.issn.1006-9895.1405.13337 

 
Preliminary Application of the Nonlinear Local Lyapunov  

Exponent to Target Observation 
 

LIU Deqiang1, 3, DING Ruiqiang1, LI Jianping2, and FENG Jie1, 3 

1 State Key Laboratory of Numerical Modeling for Atmospheric Science and Geophysical Fluid Dynamics, Institute of Atmospheric Physics, 

Chinese Academy of Science, Beijing 100029 

2 College of Global Change and Earth System Science, Beijing Normal University, Beijing 100875 

3 University of Chinese Academy of Science, Beijing 100049 

 

Abstract  This study investigates the preliminary application of the nonlinear local Lyapunov exponent (NLLE) to target 
observation. Based on NLLE theory, we analyze the essential feature of the local average relative growth of initial error 
(LAGRE) in nonlinear dynamical systems. Our results prove that the LAGRE is determined by the initial state before it 
evolves into chaos, whereas afterwards the development of error become unpredictable. The saturation value of LAGRE 
is determined by the magnitude of the initial error. Lorenz63 model, a set of ordinary differential equations contain three 
variables, is used to confirm these conclusions. We then develop a forward local dynamic evolution analog method 
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(FLDA) from the local dynamic evolution analog method (LDA). Two chaotic cases are subsequently used as examples to 
illustrate the feasibility of using LDA and FLDA to calculate the LAGRE of a random initial state from historical records. 
These methods provide a scientific basis, via NLLE theory, for the study of target observation using observational 
datasets. 
Keywords  Nonlinear local Lyapunov exponent, Local dynamic evolution analog method, Forward local dynamic 

evolution analog method, Target observation 

 

1  引言 
自从上世纪 1960 年代，Thompson（1957）和

Lorenz（1963a，1963b）等人 早提出了确定性系

统存在可预报性的问题，人们围绕该问题展开了大

量的研究，对混沌系统的可预报性理论的认识逐渐

深入。其中，研究误差的增长和传播规律问题成为

可预报性理论的重要内容（穆穆等，2002；李建平

等, 2006；Li and Wang，2008）。一些工作先后从模

型以及非线性动力学的角度来定量考察误差的增

长。Thompson（1957）、Mintz（1964）、Leith（1965）
等人先后尝试在模式内考察初始无限小误差随时

间的倍增来衡量误差的增长速率，但是后来研究表

明，这种做法相对依赖于数值模型本身（穆穆等, 
2002；Li et al., 2000；封国林等,  2001；Gao et al., 
2003）。Lorenz（1963b）提出在相空间里通过

Lyapunov 指数度量初始相邻相轨迹之间长期平均

的指数发散率，表征初始无限小误差的增长率。经

典 Lyapunov 指数虽然可以有效刻画系统的全局误

差增长特征，但是在混沌吸引子内部，初始误差的

发展并非处处相同（Legras and Ghil，1985；Nese, 
1989），有时我们更加关心相空间内局部的误差增

长特征（李建平等，2006；丁瑞强和李建平，2007）。
显然，经典 Lyapunov 指数理论在度量混沌吸引子

局部误差的增长特征上具有一定的缺陷。 

为了考察局部误差增长特征，Nese（1989）、
Yoden and Nomura（1993）、Ziehmann et al.（2000）
等提出了有限时间 Lyapunov 指数，用来衡量有限

时间内初始误差的平均增长率。然而这些工作都是

建立在线性理论框架的基础上，而随着误差的增

长，系统会进入非线性阶段，切线性近似不再成立，

因此需要发展非线性局部的误差增长理论（李建平

等，2006；陈宝花等，2006）。李建平和丁瑞强等人

提出了非线性局部 Lyapunov 指数（NLLE）（李建

平等，2006；丁瑞强，2006；Ding and Li，2007；丁

瑞强和李建平，2007；李建平和丁瑞强，2009；Li and 
Ding，2011），利用该指数，他们将局部动力演化

相似方法（LDA）应用于观测资料，结合大气的动

力学特征，分别研究了大气中不同变量场天气可预

报性和气候可预报性的时空分布，天气可预报性的

年代际变化，以及海温可预报性的时空分布等问题

（Ding et al., 2008b；丁瑞强和李建平，2009a，
2009b；Ding et al., 2010，2011；李建平和丁瑞强，

2008；Li and Ding，2011，2013），这对于了解吸引

子结构特征和度量混沌系统可预报性具有重要的

意义。此外，NLLE 方法还被用来研究初始状态的

局部可预报期限问题（Ding et al., 2008a）。对于某

固定初始状态的数值预报，其预报不确定性主要来

源于初始分析误差和模式误差（Bergot et al., 1999；
段晚锁等，2013）。在模式误差一定的条件下，为

了减少初始分析误差对于预报质量的影响，目标观

测是有效的手段之一。目标观测是一种改善数值预

报质量的技术和方法，是在确定对预报结果具有潜

在 大影响的区域基础上，通过移动观测手段增加

观测，并结合同化方法减小数值模式中的初始分析

误差，从而达到减小预报不确定性、延长预报时效

的目的（Langland，2005；Morss and Emanuel，2001；
Zhou et al., 2012；Majumdar et al., 2011）。 

目标观测的核心问题是如何确定敏感区的位

置，敏感区是指初始分析误差较大或者增长很快或

者对预报质量影响 大的区域（Langland，2005）。
传统上，研究目标观测问题的方法大多依赖于伴随

模式（Buizza and Montani， 1999；Bergot and 
Doerenbecher，2002；Baker and Daley，2000；Kim 
et al., 2004），导致实际应用中计算量巨大，同时这

些方法多基于线性误差增长理论（Bishop and Toth，
1999； Buizza and Montani ， 1999； Bergot and 
Doerenbecher，2002），而对于一些初始误差较大或

者误差增长较快的个例来讲，线性近似是不成立的

（穆穆等，2007）。为了克服线性假设的不足，穆

穆等（Mu et al., 2006，2009）提出了条件非线性 优

扰动（Conditional Nonlinear Optimal Perturbation，
CNOP）方法研究天气和气候事件的可预报性，并

成功将其应用于台风、ENSO 等天气和气候事件的
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目标观测问题的研究（Riviere et al., 2008；Scheltinga 
and Dijkstra，2008；王斌和谭晓伟，2009；Tan et al., 
2010；Wang and Tan，2010；Yu et al., 2012；Mu et al., 
2014；Qin et al., 2013；Zhou and Mu，2011）。这些

工作的提出对于目标观测问题的研究有着重要的

理论与实际应用意义。此外，传统方法多依赖于数

值模型，均假设模型是完美的（Buizza and Montani，
1999 ； Bishop and Toth ， 1999 ； Bergot and 
Doerenbecher, 2002），而模型误差是客观存在的，

利用这些方法确定的敏感区不可避免的会受到模

式误差的影响。因此用数值模式确定敏感区，须提

前确定模式的模拟效果好，这是用数值模式确定敏

感区的不方便之处，而 NLLE 可以直接用观测资料

确定敏感区，避免了这一步。NLLE 方法是研究误

差非线性增长的重要理论，以往多被用于确定不同

大小初始误差的可预报期限，其研究结果表明

NLLE 方法相对线性误差增长理论具有明显的优势

（丁瑞强和李建平，2007；Li and Ding，2011），但

是将该方法应用于研究目标观测问题的工作还未

展开，所以验证 NLLE 方法能否被用来研究目标观

测问题是开展该项工作的首要问题。 

本文在前人工作的基础上，应用 NLLE 方法研

究了单个初始状态局部平均的误差增长规律问题。

首先，本文从理论上证明了在误差发展进入随机状

态前，局部平均误差相对增长（LAGRE）与初始误

差大小无关而是与初始状态有关；在误差演化进入

随机状态后，LAGRE 的饱和值由初始误差大小决

定。并在 Lorenz63 模型（Lorenz，1963a）中验证了

这一结论。其次，在局部动力演化相似方法（LDA）

（丁瑞强和李建平，2009a；Li and Ding，2011）的

基础上提出向前动力演化相似方法（FLDA）的概

念，通过两个简单的混沌模型来说明 LDA 和  
FLDA 方法能够有效的利用历史资料还原任意初始

状态的误差增长率，为 NLLE 方法研究目标观测问

题提供了依据，而在复杂模型中的验证将在下一步

的工作中给出。 

2  非线性局部 Lyapunov 指数方法 
李建平和丁瑞强等（李建平等，2006；丁瑞  

强，2006；Ding and Li，2007；丁瑞强和李建平，

2007；Li and Wang，2008；Li and Ding，2011）提

出了 NLLE 理论和方法。对于一个 n 维非线性动力

系统，对其误差演化方程不作任何近似，保留所有

非线性项，误差演化方程的解可以从初始时刻 0t = t
到演化时刻 0t + ε进行数值积分，得到 

0 0 0 0( ) ( ( ), ( ), ) ( ),t t t tε ε+ = xδ η δ δ     （1） 
其中， ( ) ( ) )0 0t , t ,ε(η x δ 为非线性误差传播算子，

1 0 2 0 0( ) = ( ( ), ( ), , ( ))0 nt t t tδ Lδ δ δ 为初始误差向量。由

（1）式定义非线性局部 Lyapunov 指数： 

      ( ) ( )( ) ( )
( )0

0

0
0

1 ln
t + ε

λ t , t ,ε =
ε t

δ
x δ

δ
,   （2） 

式中 ( ) ( )( )0 0λ t , t ,εx δ 不仅依赖于相空间中参考轨

道的初始状态 ( )0tx 和演化时间 ε，还与初始误差

( )0tδ 有关。为了方便，将向量 ( )0tδ 的大小表示为

0( )tδ 。 
Li and Ding（2011）将 NLLE 方法应用于观测

资料来定量研究系统的可预报性期限问题，提出了

LDA 方法确定单个变量的初始状态 0( )x t 在历史资

料里的相似状态 ( )kx t 。对于时间序列里所有的状态

( )jx t （ jt 和 0t 的间隔一定要足够长，这样可以避免

持续性对相似点位置的影响）， 0( )x t 和 ( )jx t 之间的

初始距离表示为 

0( ) ( ) .i jd x t x t= −               （3） 
假设 0( )x t 和 ( )jx t 延伸出来的两条轨迹在随后的一

段时间τ 内的演化仍然是相似的，则演化误差可以

表示为 
2

0

1 ( ) ( ) ,
1

K

e i j
i

d x t x t i
K =

⎡ ⎤= − +⎣ ⎦+ ∑    （4） 

式中 K 是τ 和采样间隔的比值。总的距离表示为初

始距离和演化距离的和 t i ed = d + d ，遍历时间序列

里所有符合条件的状态， td 小时的状态即为相似

状态 ( )kx t 。 

3  非线性局部平均误差增长特征 
为了讨论混沌系统里任意固定的初始状态   

x(t0)的局部平均误差相对增长情况，在其周围施加

一个小的初始误差域。该初始误差域可以被假想为

相空间里以 x(t0)为中心的一个圆球，圆球内部均匀

分布着距离 x(t0)大小不等、方向不同的初始误差 

（图 1）。 

定理（丁瑞强和李建平，2007；Ding and Li，
2007）：假设独立的随机变量 X1，X2，…，Xn具有如

下的概率分布： 

( ),  ,
( )

0,         ,
p x b x a

f x
x b x a

⎧
= ⎨

⎩ < >
≤ ≤

或
         （5） 
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其中，a 和 b 是任意实数（b＜a），p(x)为定义在[b, a]
区间上的连续函数。令 

1/

=1

,
nn

i
i

Z X⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏n          （6） 

那么， 

 ( ),p
nZ c n⎯⎯→ → ∞        （7） 

其中 p⎯⎯→表示依概率收敛于，c 为依赖于 p(x)的一

个常数。 

假设以初始状态 0x 为中心、以初始误差域 r 为
半径的圆球内存在 N 条误差轨迹，计算参考轨迹和

N 条误差轨迹之间的 NLLE，再对所有误差样本求

平均，得到在误差演化进入随机状态之前只与初始

状态有关的 NLLE。数学表达式如下： 

( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( )
( )

1 0
1 0 1

1 0

0
0 0

0

0 ln

ln N
NN

N

t + ε1λ t , t ,ε =
ε t

t + ε1λ t , t ,ε =
ε t

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

M

δ
x δ

δ

δ
x δ

δ

.    （8） 

取样本平均 

( ) ( ) ( )( )000( ) i Nit ,ε λ tλ = =, t ,εx δx  

0 0
1 1

1 ln ( ) ln ( ) .
N N

i i
i i

t t
N

δ ε δ
ε = =

⎡ ⎤
+ −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∏ ∏     （9） 

平均误差相对增长的对数为 

( )0ln ( ) ln exp( )E = λ× =t ,ε ε⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦x  

0 0
1 1

1 ln ( ) ln ( ) .
N N

i i
i i

t t
N

δ ε δ
= =

⎡ ⎤
+ −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∏ ∏      （10） 

由于受初始误差域的限制，样本足够多即 N → ∞ 的

情况下， 0( )i tδ 将服从独立同分布，同理在 0t + ε时
刻，当 N → ∞ 时，吸引子域的限制下， 0( )i t + εδ 也

服从独立同分布。由定理可知，（10）式变为 

1/

0 0
1

1/

0 1 2
1

ln ( ( ), ) ln ( )

        ln ( ) ln( ( ) / ),

NN

i
i

NN

i
i

E t t

t c c

ε ε

ε

=

=

⎡ ⎤⎡ ⎤ = + −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤
=⎢ ⎥

⎣ ⎦

∏

∏

x δ

δ

 （11） 

其中，c2 是初始时刻误差的几何平均，代表初始误

差域的大小，为一常数；c1 是 t0+ε 时刻绝对误差的

几何平均，代表 t0+ε 时刻误差域的大小，随时间ε
变化。 

在吸引子域和误差域的限制下，δi (t0+ε) 的概率

分布随ε 变化，抽象到相空间内，吸引子域包含着

初始误差域，初始误差域越小，则其达到覆盖吸引

子域的时间越久，对应的可预报期限越长。反之，

可预报期限越短。在误差演化时间 0ε → 时，

0( ( ),  )E t εx 只与初始状态 x(t0)和演化时间ε 有关，当

( )0tx 和 ε固定时， 0( ( ),  )E t εx 的值是固定的，对于

一个固定的初始状态叠加不同大小的初始误差 

域，c1 和 c2 的比值不依赖于初始误差大小，也即

LAGRE 大小与初始误差无关的；而当误差演化进

入随机状态后，初始误差域随时间逐渐增大 终覆

盖整个吸引子域，此时 c1 值近似饱和代表整个吸引

子域的大小，围绕一定值震荡。c1和 c2 的比值随着

c1 达到饱和而不再变化，近似为一个常数，且该常

数依赖于初始误差大小，初始误差域越小则

LAGRE 的饱和值越大。在 n 维的混沌系统里，不

同变量的可预报性不同。李建平和丁瑞强（2009）
提出了单个变量的 NLLE 理论，能够有效的计算不

同变量的可预报期限。不同变量的可预报性不一

致，其本质是不同变量的误差增长快慢不同造成

的。同样，对于某单个变量的初始状态施加一个小

的误差域，在误差演化任意时刻，LAGRE 仍依赖

于 c1 和 c2 的比值，其证明过程和 n 维系统一致，这

里从略。 

为了验证上述理论，利用 Lorenz63 模型 

图 1   估计任意初始状态 x0的 LAGRE（局部平均误差相对增长）方法示

意图。图中的圆球是以 x0为中心、以初始误差域 r 为半径的球，x0（ti）

是 x0在第 i 时刻的演化，x01（ti）和 x02（ti）分别是 x0（ti）的相似状态，

L(ti) 和 L'(ti)是相似状态和参考状态在第 i 时刻时的距离。计算参考轨迹

和所有相似轨迹之间平均的 NLLE，可以得到随时间变化的 LAGRE  

Fig. 1  A schematic representation of the evolution procedure used to estimate 

the LAGRE (local average relative growth of initial error) of a random initial 

state from historical records. x0（ti） is the evolution state of x0 at the i-th time. 

x01(ti) and x02(ti) are the analogous states of x0(ti). L(ti) and L'(ti) denote the 

distance between the reference state and its analogues state at the i-th time. The 

average NLLE can be calculated between the reference trajectory and its all 

analogous trajectories to estimate the time-dependent LAGRE. 
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（Lorenz，1963a）设计如下两个试验：（1）试验 1，
固定初始状态，分别改变叠加在该初始状态上的初

始误差域的大小；（2）试验 2，固定初始误差域，

任选三个不同的初始状态。模型中的参数标准与文

献（Lorenz，1963a）中相同，积分步长为 0.01。试

验 1 的结果如图 2 所示，对于任意选取的一个初始

状态，分别叠加不同大小的初始误差域，我们发现

在误差演化进入随机状态之前， 0( ( ),  )x tλ ε 和

0( ( ),  )E x t ε 的对数是一致的，但是在误差演化进入

随机状态后其值达到饱和，且饱和值大小不同，依

赖于初始误差大小。在误差发展的线性阶段，

LAGRE 的大小显然只依赖于 c1 和 c2的比值，与初

始误差域大小无关。图 3 是试验 2 的结果，描述了

任意三个不同的初始状态在附加同一初始误差域

时， 0( ( ),  )x tλ ε 和 0( ( ),  )E x t ε 的对数随时间的演化，

发现误差增长因为初始状态不同而存在着显著差

异，但 0( ( ),  )x tλ ε 和 0( ( ),  )E x t ε 对数的饱和值相同，

依赖于初始误差大小。综合试验 1、2 的结果，验

证了在误差发展进入随机状态前，LAGRE 大小只

与初始状态有关，与初始误差域大小无关；在误差

发展进入随机状态后，LAGRE 的饱和值与初始误

差大小有关这一结论。 

4  NLLE 在目标观测中应用的可行性
分析 
在 n 维相空间中，不同位置上的初始状态对于

初始误差的敏感性存在差异，具体表现在对于相同

大小的初始误差，不同初始状态的误差相对增长率

是不同的，根据误差相对增长率的大小可以将相空

间内存在的初始状态分为敏感的和非敏感的两类。

对于敏感的初始状态，即使对其叠加的初始误差是

无穷小的，其误差也能达到快速增长，而对于非敏

感的初始状态，即使对其叠加较大的初始误差，其

误差相对增长率仍然很小。Lorenz（1965）在利用

28 个变量的简单谱模式研究可预报期限随时间的

变化时曾发现小扰动的增长在很大程度上依赖于

参考轨迹在相空间中的位置，其本质上就是初始状

态的敏感性存在差异而导致的。为了确定敏感状态

图 2    在 Lorenz63 系统里任选一个初始状态 x01，不同初始误差域条件下，平均 NLLE（ 0( ( ),  )x tλ ε ）以及局部平均误差相对增长（ 0( ( ),  )E x t ε ）的

自然对数随时间（无量纲）的变化。从上到下曲线对应的初始误差域分别为 10−8、10−7、10−6、10−5、10−4、10−3  

Fig. 2  For a certain initial state x01 in the Lorenz63 model, the mean NLLE ( 0( ( ),  )x tλ ε ) and the logarithm of LAGRE ( 0( ( ),  )E x t ε ) against time steps (ε) 

after adding different initial perturbation ensembles to the initial state. The curves from top to bottom are corresponding to the initial errors ( 0( )tδ ) of 10−8, 

10−7, 10−6, 10−5, 10−4 and 10−3, respectively. 

图 3  在 Lorenz63 系统里任选三个不同的初始状态 x01、x02、x03，在相同的初始误差域条件下，平均 NLLE（ 0( ( ),  )x tλ ε ）以及局部平均误差相对增

长（ 0( ( ),  )E x t ε ）的自然对数随时间（无量纲）的变化  

Fig. 3  For three different certain initial states x01, x02, x03 in the Lorenz63 model, the mean NLLE ( 0( ( ),  )x tλ ε )and the logarithm of LAGRE ( 0( ( ),  )E x t ε ) 

against time steps (ε) after adding the same initial perturbation ensembles to the initial state 
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在相空间中的位置，可以计算所有初始状态的

LAGRE，大值对应着敏感的初始状态。 
对于目标观测研究中所要寻找的敏感区，实际

上就是初始场里分析误差增长较快的敏感初始状

态所在的区域，所以只需计算出目标时刻 LAGRE
的空间分布，大值区即是敏感区。从前文可知，

NLLE 可以被有效的用于观测资料并计算出目标状

态的 LAGRE，但是其是否等于该目标状态理论上

的 LAGRE 仍需要验证，而这是关系到 NLLE 方法

能否被用于目标观测研究的关键问题，因此考虑使

用两个简单的理论模型，Logistic（丁瑞强和李建 
平，2007）和 Lorenz63 进行验证。 

当 NLLE 方法被应用于观测资料研究目标观测

问题时，根据目标状态之后的资料是否已知将问题

分解为两类：一类是目标状态（tT）之后的时间序

列已知时，可以应用局部动力演化相似方法去寻找

目标状态（tT）的相似状态（tA），进而计算出目标

时刻（tT）的 LAGRE（图 4）。另一类则是目标状

态（tT）之后的时间序列未知时，通过寻找目标时

刻（tT）前的一小段序列（short interval）的相似轨

迹，确定相似状态 '
0x 的位置，计算 tA 时刻 '

0x 的误

差增长率代替目标时刻 x0 的 LAGRE。对于前一种

计算目标状态 LAGRE 的方法，我们称之为局部动

力演化相似 LDA 方法，该方法要求混沌吸引子内

部的两个相似状态之间，不仅初始距离要小，而且

由这两个状态延伸出的相轨迹之间随时间的演化

误差也要小。而对于后一种方法，由于在实际业务

中，当前时刻之后的时间序列不可知，所以考虑寻

找当前时刻之前一小段时间序列在历史资料里的

相似轨迹，进而判定当前预报时刻的相似状态，并

将其相似状态的 LAGRE 代替其自身的 LAGRE，我
们称这种方法为向前动力演化相似方法（FLDA）

（图 5）。 
下面分别通过 Logistic 和 Lorenz63 两个理论模

型来验证 LDA 和 FLDA 利用观测资料计算所得到

的 LAGRE 与理论值保持一致，结果分别见图 6、
图 7。 

在 Logistic 模型里，积分步长为 1，分别计算

三种情况下对应的平均非线性局地 Lyapunov 指数

（ λ ）和平均相对误差增长的对数（ ln E ）随时间

的变化。比较 LDA 和 FLDA 的结果可以发现，用

FLDA 计算目标时刻的 NLLE 和 LAGRE 与用 LDA
算得目标时刻的 NLLE 和 LAGRE 在误差演化进入

随机状态之前拟合较好，与初始误差大小无关，同

时两者均和理论上的 NLLE 和 LAGRE 一致，说明

LDA 和 FLDA 方法能够有效的确定目标状态的

NLLE 和 LAGRE，这使得在不借助模型的情况下，

利用观测资料来研究目标观测问题成为可能。在

Lorenz63 模型里，积分步长为 0.01，同样分别计算

了三者对应的 λ 和 ln E 随时间的变化，得到了和

Logistic 模型里类似的结论。 

图 4   基于局部动力演化相似方法（LDA）计算目标时刻 x0 的 LAGRE

的方法示意图。x1是 x0 的相似状态，L（t0）是两个状态之间的距离。

此种情形下，tT 时刻之后的时间序列已知 

Fig. 4   A schematic representation for estimating the LAGRE by using 

LDA method. x1 is the analogues state of x0, and L(t0) is the distance 

between them. In this case, time series after tT is known. 

图 5  基于向前动力演化相似方法（FLDA）计算目标时刻 tT 时的

LAGRE 方法示意图。此种情形下，目标状态 x0 之后的时间序列未知，

x1 是 tT 之前一小段时间 tT−si 时刻的状态，通过局部动力演化相似方法

确定 x1 在历史资料里 tA−si 时刻的相似状态 x'1，进而确定 x0 在相似时

刻 tA 时的相似状态 x'0（tT 和 tT−si 间隔很小），计算 tA 时刻的 LAGRE 代

替 tT 时刻的 LAGRE 

Fig. 5  A schematic representation for estimating the LAGRE by using 

FLDA method. In this case, time series after the target state x0 is not 

known. x1 is the state at the time of tT−si and its analogues state x'1 can be 

found through the LDA method, and the analogues state of x0 at the time 

of tA will be the state of x'0. The LAGRE of x0 can be replaced by that of 

x'0. 
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5  总结和讨论 

李建平和丁瑞强等人在线性误差增长理论的

基础上，提出了 NLLE 方法（李建平等，2006；丁

瑞强，2006；Ding and Li，2007；丁瑞强和李建平，

2007；Li and Wang，2008；Li and Ding，2011），从

整体上对非线性系统的动力特性进行研究，这对于

可预报性问题的研究具有重要意义，但是对于局部

误差增长特征并没有给出具体的研究。本文在其工

作基础上，应用 NLLE 方法研究了单个初始状态局

部平均的误差增长规律问题。首先，从理论上证明

了在误差发展进入随机状态前，LAGRE 只与初始

状态有关；在演化进入随机状态后，LAGRE 的饱

和值与初始误差大小相关。并利用 Lorenz63 模型 

验证了这一结论。其次，在 LDA 方法的基础上提

出了 FLDA 的概念，通过两个混沌个例来说明   

LDA 和 FLDA 方法能够有效的利用历史资料还原

任意初始状态的局部平均的误差相对增长率。 

非线性误差增长规律对于研究目标观测具有

重要的意义。应用 NLLE 方法容易得到误差增长率

的空间分布，进而获得敏感区的空间分布。由于

NLLE 方法是基于观测资料的，所以回避了模型误

差的影响。本文仅利用简单模型探讨了 NLLE 方法

在目标观测中应用的可行性，未来将基于复杂模型

以及实际观测资料考察 NLLE 方法研究目标观测问

题的可行性与实际效果。 
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Fig. 6   For a certain initial state in the Logistic model, the mean NLLE ( 0( ( ),  )x tλ ε ) and the logarithm of LAGRE ( 0( ( ),  )E x t ε ) against time steps (ε ). The 
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图 7    同图 6，但为 Lorenz63 模型中的结果 

Fig. 7   The same as in Fig.6, but for the Lorenz63 model 
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